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1. INTRODUÇÃO 

A implantação de um sistema de transporte público de mas-
sa e de qualidade é uma necessidade cada vez mais presente 
nas cidades de médio e grande porte, representando um ser-
viço vital com enorme impacto e significado social. Uma 
alternativa cada vez mais utilizada é a implantação de sis-
temas do tipo BRT, que apresentam, além de alta qualidade, 
características de flexibilidade e baixo custo de implantação 
e manutenção, tornando-se muitas vezes a única opção eco-
nomicamente viável. 

Entretanto, a implantação de sistemas BRT geralmente 
encontra restrições associadas ao alto grau de adensamento 
das áreas urbanas, tornando em muitos casos, inviável a 
implantação de faixas exclusivas para os ônibus nos dois 
sentidos em todo o percurso. Assim, a utilização de seg-
mentos de faixa exclusiva única para ambos os sentidos de 
deslocamento dos ônibus (segmentos bidirecionais), não 
simultâneos, em pontos críticos do percurso, pode represen-
tar a única solução técnica e economicamente viável.  
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Um problema típico relativo à operação de sistemas BRT 
é o desvio dos ônibus em relação ao plano de horários e ou 
espaçamento (headway), causado por variações probabilís-
ticas no tempo de embarque e desembarque de passageiros 
nos pontos e ou velocidade dos ônibus ao longo da rota. Es-
te desvio ou instabilidade faz com que os ônibus acabem se 
agrupando e formando pelotões (efeito bunching), o que 
implica num aumento do tempo de espera dos usuários do 
sistema de transporte público, além de custos adicionais aos 
prestadores do serviço. 

Estes possíveis desvios podem e devem ser minimizados 
através de uma estratégia de controle em tempo real, de 
forma a otimizar o desempenho do sistema. Dentre as vá-
rias estratégias utilizadas, no caso de um serviço com alta 
frequência de ônibus, pode-se destacar a retenção ou hold, 
que consiste em reter o(s) ônibus no(s) ponto(s) por deter-
minado tempo, buscando com isso reduzir a variação no 
espaçamento entre estes e diminuir o atraso dos usuários do 
sistema.  

Como exemplo de um cenário real que utiliza segmentos 
bidirecionais pode-se citar o sistema BRT de Eugene-
Springfield, Oregon (Lane Transit Agency), que opera num 
percurso de aproximadamente 6,4 km, sendo 4,8 km de 
segmento bidirecional de faixa exclusiva única, com espa-
çamento típico entre ônibus no horário de pico de aproxi-
madamente 15 minutos. O controle do sequenciamento dos 
ônibus através do segmento bidirecional é feito através de 
semaforização convencional, com temporização fixa de 16 
minutos de fase verde para os ônibus em cada sentido, al-
ternadamente. Segundo análise, a principal causa dos atra-
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sos é função da falta de uma coordenação ou controle tem-
po-real da operação dos ônibus (Li et al., 2009a), dada a 
ineficiência do sistema com temporização semafórica fixa. 

Trabalhos anteriores relativos a sistemas BRT com seg-
mentos bidirecionais são bastante escassos, podendo-se ci-
tar Li et al. (2009a), Li et al. (2009b) e Tsao et al. (2009). 
O trabalho de Li et al. (2009a,b) apresenta uma estratégia 
de controle tempo-real para operação de um sistema tipo 
BRT no cenário (potencial) Bay Area, Califórnia. O cenário 
(simulação) é constituído de 8 pontos, num percurso (não 
fechado) de aproximadamente 21 km com faixa exclusiva 
única bidirecional. As restrições associadas ao modelo per-
mitem que somente um ônibus transite em cada segmento 
bidirecional entre pontos em determinado sentido e que o 
encontro entre ônibus em sentidos contrários se dá somente 
nos pontos. O modelo utilizado é apresentado na forma de 
um problema de otimização ou programação matemática 
inteira mista, com a função custo representando os atrasos 
associados ao tempo de viagem dos ônibus e tempo de per-
manência dos ônibus nos pontos. O algoritmo utilizado pa-
ra solução do problema de otimização é do tipo branch-
and-bound. A capacidade dos ônibus, o modelo de chegada 
dos passageiros aos pontos, o tempo de embarque e desem-
barque de passageiros e o número de passageiros nos pon-
tos e embarcados não são considerados.    

Os resultados apresentados por Li et al. (2009a,b), para o 
cenário Bay Area utilizado, mostram a eficiência da pro-
posta de estratégia de controle tempo-real do sistema BRT 
com segmento bidirecional quando comparado com o 
mesmo cenário e utilização de duas faixas unidirecionais 
exclusivas, uma para cada sentido. Entretanto, à medida 
que o espaçamento entre os ônibus diminui, no caso apre-
sentado para espaçamentos menores ou iguais a 20 minutos, 
a solução tempo-real mostra-se inviável em função do ele-
vado tempo de CPU para obtenção da solução quase ótima. 

Neste contexto, este trabalho propõe uma estratégia de 
controle tempo real para sistemas BRT que permita o con-
trole simultâneo ou integrado da retenção dos ônibus nos 
pontos (hold) e do sequenciamento dos ônibus através do(s) 
segmento(s) bidirecional(ais), com uma série de diferenci-
ais. O modelo e estratégia propostos, aqui denominado 
CIRSO (Controle Integrado de Retenção e Sequenciamento 
dos Ônibus), tem por objetivos a possibilidade de utilização 
de segmentos de faixa exclusiva única bidirecional e uma 

maior eficiência na operação tempo-real de sistemas BRT.   
Nas seções seguintes são apresentados: 
 o modelo e estratégia de controle do sistema BRT 

proposto, ou CIRSO; 
 um estudo de caso via simulação, da aplicação do 

CIRSO num cenário BRT com segmento bidirecio-
nal; e  

 análise dos resultados e aplicabilidade do CIRSO. 

2. MODELO DO SISTEMA CIRSO 

O modelo aqui utilizado considera um sistema de transporte 
urbano tipo BRT, constituído de dois circuitos de faixa ex-
clusiva única unidirecional (sentido único para os ônibus) 
ligados por um segmento de faixa exclusiva única bidire-
cional (duplo sentido para os ônibus), conforme indicado 
na Figura 1. 

Assume-se a disponibilidade das seguintes informações 
do sistema BRT: 
 o instante de partida dos ônibus do último ponto vi-

sitado (e anteriores se necessário); 
 índice do último ponto visitado pelo ônibus (e ante-

riores se necessário); e 
 número de passageiros embarcados nos ônibus na 

saída do último ponto visitado. 
Consideram-se os seguintes dados históricos: 
 taxa de chegada de passageiros nos pontos; 
 fração de passageiros embarcados nos ônibus que 

desembarcam em cada ponto; 
 parâmetros ou constantes de embarque e desembar-

que de passageiros nos pontos; e 
 tempo nominal de viagem dos ônibus entre pontos. 

O modelo é sujeito às seguintes aproximações e limita-
ções: 
 a capacidade dos ônibus não é considerada (não e-

xiste resíduo de fila de passageiros nos pontos); 
 o tempo de viagem dos ônibus entre pontos é apro-

ximado pelo valor nominal; 
 o tempo de embarque e desembarque de passageiros 

é aproximado por uma função linear (Wilson e Lin, 
1992), com o embarque e desembarque ocorrendo 
por portas distintas; 

 a função objetivo considera um horizonte limitado 
de pontos a jusante de cada ônibus na avaliação do 
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Figura 1. Esquema do sistema BRT (CIRSO) com segmento bidirecional 
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impacto da ação de controle; e 
 a ordem dos ônibus é mantida, sem ultrapassagem 

entre os ônibus, ou seja, o ônibus i-1 sempre precede 
o ônibus i. 

Apesar do problema CIRSO em tempo real apresentar 
uma natureza eminentemente estocástica, este pode ser a-
proximado, dentro do horizonte de predição considerado, 
por um modelo determinístico (Eberlein et al., 2001). 

O problema CIRSO consiste em determinar quanto, em 
quais pontos e quais ônibus do sistema BRT devem ser re-
tidos (holding) para se minimizar a função custo apresenta-
da e ao mesmo tempo controlar o sequenciamento dos ôni-
bus através do segmento bidirecional. Ou seja, minimizar o 
atraso dos usuários ou passageiros do sistema BRT para o 
horizonte de predição considerado. A função custo que re-
presenta o atraso do sistema BRT é dada por: 
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em que,  
 i: índice dos ônibus, i=1,...,nI; 
 i − 1: ônibus anterior ao ônibus i; 
 i + 1: ônibus seguinte ao ônibus i; 
 nI: número de ônibus do sistema BRT; 
 I: conjunto de ônibus do sistema BRT, I={1,…,nI}; 
 k: índice dos pontos, k=1,...,nK; 
 k − 1: ponto anterior ao ponto k; 
 k + 1: ponto seguinte ao ponto k; 
 nK: número de pontos do sistema BRT; 
 Ni: conjunto de pontos pertencentes ao horizonte de 

predição do ônibus i; 
 di,k: instante de partida do ônibus i do ponto k [s]; e 
 λk: taxa de chegada de passageiros ao ponto k [passa-

geiros/s]. 
 
Por questão de simplificação de notação, considerar-se-á 

que o ônibus anterior (i−1), o ônibus seguinte (i+1), o pon-
to anterior (k−1) e o ponto seguinte (k+1) pertencem a 
mesma volta, dentro do circuito fechado BRT, do ônibus i e 
ponto k em questão. Maiores detalhes do modelo completo 
que considera a representação da volta podem ser encontra-
dos em Koehler (2009) e Koehler et al. (2010). 

No modelo determinístico da Equação (1), a função cus-
to determina o atraso dos passageiros nos pontos, para cada 
um dos ônibus i do sistema BRT e pontos k dentro do hori-
zonte de predição Ni de cada ônibus. O atraso ou tempo de 
espera do passageiro no ponto é definido como o intervalo 
de tempo entre a chegada do passageiro ao ponto e a parti-
da deste ponto embarcado no ônibus. Como o tempo médio 
de espera dos passageiros nos pontos é tipicamente maior 
do que o tempo de espera dos passageiros embarcados du-
rante a permanência dos ônibus nos pontos, desconsidera-
se, por simplificação, o atraso dos passageiros embarcados 
nos ônibus. 

As restrições associadas ao modelo CIRSO estão indica-
das da forma seguinte: 

 ikkiki NkIirda   ,1,,  (2) 
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em que,  
 qk: fração de passageiros embarcados que desembar-

cam dos ônibus no ponto k; 
 rk: tempo nominal de viagem dos ônibus entre os 

pontos k−1 e k [s]; 
 ai,k: instante de chegada do ônibus i ao ponto k [s]; 
 li,k: número de passageiros embarcados no ônibus i 

quando da partida do ponto k; 

 emb
kis , : tempo de embarque dos passageiros no ônibus i no 

ponto k [s]; 

 des
kis , : tempo de desembarque dos passageiros do ônibus 

i no ponto k [s]; 
 C0: tempo para o início do embarque e desembarque 

de passageiros a partir da chegada do ônibus ao 
ponto [s]; 

 C1: tempo gasto para o embarque de cada passageiro 
nos ônibus [s/passageiro]; e 

 C2: tempo gasto para o desembarque de cada passa-
geiro dos ônibus [s/passageiro]. 

 
As restrições das Equações (2) à (5) permitem expressar, 

para o ônibus i e ponto k o instante de chegada do ônibus 
ao ponto, os tempos de embarque e desembarque de passa-
geiros no ponto e o número de passageiros embarcados no 
ônibus quando da partida do ponto. 

O tempo de parada dos ônibus nos pontos deve ser sufi-
ciente para acomodar o embarque e desembarque de passa-
geiros. Supõe-se que estes processos são independentes, 
com o embarque e desembarque ocorrendo por portas dis-
tintas, prevalecendo o processo mais lento. No modelo este 
comportamento é descrito por: 
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em que,  
 si,k: tempo máximo entre o processo de desembarque e 

embarque de passageiros do ônibus i no ponto k 
[s]; 

 yi,k: variável binária,  1,0, kiy ; e 

 C3: constante positiva suficientemente grande. 
 
As restrições (6) e (7) determinam a operação mais lenta 

dentre as operações de embarque e desembarque de passa-
geiros, utilizando-se da variável binária yi,k. Caso yi,k igual a 
1 o tempo de embarque é maior que o tempo de desembar-
que e caso yi,k igual a 0 o tempo de desembarque é maior 
que o tempo de embarque. 
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O instante de partida dos ônibus dos pontos é dado pelas 
seguintes restrições: 

 ikikikiki NkIihsad  ,,,,,  (8) 

 iminkkiki NkIierdd   ,1,1,  (9) 

 imaxki NkIihh  ,,  (10) 

em que,  
 hi,k: tempo de retenção do ônibus i no ponto k [s]; 
 emin: espaçamento temporal mínimo permitido entre os 

ônibus [s]; e 
 hmax: tempo máximo de retenção dos ônibus nos pontos 

[s]. 
 
As restrições (8), (9) e (10) especificam o instante de 

partida do ônibus do ponto, o instante máximo de partida 
do ônibus do ponto para evitar ultrapassagem ou encontro 
com o ônibus seguinte e o limite máximo para retenção do 
ônibus no ponto. 

Adicionalmente, o conflito de uso do segmento bidire-
cional é modelado pelo instante de partida dos pontos em 
cada uma das extremidades do segmento, conforme segue: 
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em que,  
 kdl: ponto de partida dos ônibus à esquerda do seg-

mento bidirecional; 
 kdr: ponto de partida dos ônibus à direita do segmento 

bidirecional; 
 kar: ponto de chegada dos ônibus à direita do segmen-

to bidirecional; 
 kal: ponto de chegada dos ônibus à esquerda do seg-

mento bidirecional; 
 xi,j: variável binária,  1,0, jix ; e 

 C4: constante positiva suficientemente grande. 
 
As restrições das Equações (11) e (12) restringem o uso 

da faixa exclusiva única bidirecional a um determinado 
sentido por vez, sem limitação da passagem de vários ôni-
bus seguidos num determinado sentido. A variável binária 
xi,j é igual a 1 se o ônibus i atravessa o segmento bidirecio-
nal no sentido kdl em direção a kar antes que o ônus j atra-
vesse o segmento bidirecional no sentido kdr em direção a 
kal. Caso contrário a variável binária xi,j é igual a 0. 

Por último especifica-se a natureza positiva das variá-
veis: 

 ikikikikikiki NkIirhslda  ,0,,,,, ,,,,,,  (13) 

Conforme verificado, as restrições apresentadas são line-
ares. Alguns diferenciais presentes no modelo apresentado 
em relação a outros trabalhos são: 
 possibilidade do controle de retenção em todos os 

pontos do horizonte de predição considerado, Equa-

ções (1) e (8); 
 utilização de restrição de ultrapassagem entre ônibus 

e espaçamento mínimo, Equação (9); 
 utilização de restrição de retenção máxima dos ôni-

bus nos pontos, Equação (10); 
 utilização de segmentos de faixa exclusiva única bi-

direcionais com controle integrado de retenção e se-
quenciamento dos ônibus, Equações (11) e (12). 

 

2.1. Características do CIRSO 

Conforme indicado na Equação (1), a função custo é con-
vexa e as restrições são lineares com a presença de variá-
veis binárias. Portanto, o problema caracteriza-se como um 
problema de programação matemática linear inteira mista. 
Vários outros trabalhos que abordam o tema controle de re-
tenção, como por exemplo Eberlein et al. (2001), Hickman 
(2001) e Zolfaghari et al. (2004), também não consideram 
o atraso dos passageiros embarcados no ônibus na função 
custo, o que garante a convexidade. Além disto, do ponto 
de vista prático, existem uma série de dificuldades associa-
das à medição do número de passageiros embarcados. Ou-
tros, como Sun e Hickman (2004), consideram somente o 
processo de embarque de passageiros nos ônibus, o que e-
limina o conjunto de inequações lineares associada à esco-
lha do processo mais lento, embarque ou desembarque. En-
tende-se neste trabalho que para um modelo realista do sis-
tema BRT, a possibilidade de escolha entre o processo de 
embarque e desembarque de passageiros não deve ser des-
prezada. 

2.2. Ação de controle de retenção hi,k 

As ações de controle de retenção kih , realmente implemen-

tadas estão relacionadas com o primeiro ponto k de cada 

ônibus i dentro do horizonte de predição, ou 1N
iN . As de-

mais ações de controle de retenção kih , relativas a pontos 

1N
iN , apesar de consideradas na função custo, não são im-

plementadas, visto que são uma projeção futura da ação de 
controle. Uma vez implementada as ações de controle de 

retenção para 1N
iN , os valores iniciais de kid ,  e kil ,  relati-

vos aos últimos pontos visitados pelos ônibus são atualiza-
dos e novas ações de controle são calculadas para o novo 

horizonte de predição iN considerado. E assim sucessiva-

mente. Isto é, considera-se um horizonte de predição rolan-

te com atualização dos valores iniciais de kid ,  e kil , e novo 

cálculo das ações de controle de retenção kih , . 

2.3. Sequenciamento dos ônibus 

O sequenciamento dos ônibus através do segmento de faixa 
exclusiva única bidirecional, ou seja, a garantia de não o-
cupação simultânea do segmento bidirecional com ônibus 
em sentidos contrários, é garantida pelas restrições das E-
quações (11) e (12). Como pode ser observado, não há res-
trições quanto a passagem de mais de um ônibus seguido 
em determinado sentido através do segmento bidirecional. 
O cruzamento dos ônibus em sentidos contrários, se for o 
caso, se dá nos pontos nas extremidades do segmento bidi-
recional. Importante destacar que deve-se definir e nomear 
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os pontos associados ao segmento bidirecional, dlk , drk , 

alk  e ark . 

3. ESTUDO DE CASO 

Com o objetivo de analisar a eficiência da estratégia 
CIRSO aqui proposta, estuda-se o exemplo apresentado a 
seguir. O cenário é constituído de um sistema BRT em cir-
cuito fechado de faixa exclusiva e presença de segmento 
bidirecional, semelhante ao circuito da Figura 1, mas com 
30 pontos e 8 ônibus. O objetivo é o cálculo simultâneo e 
integrado da ação de controle de retenção kih , e do sequen-

ciamento dos ônibus através do segmento bidirecional, con-
siderando-se um horizonte nN de 14 pontos de predição a 
jusante de cada ônibus. A solução ótima implica no menor 
custo (mínimo global) da operação do sistema BRT, con-
forme Equação (1). Os dados do sistema BRT utilizados 
para a simulação são: nI=8, nK=30, nN=14, C0=12, C1=0,48, 
C2=0,42, emin=0 [s], hmax=∞ [s], λ(k)=0,1 para todos os pon-
tos k, r(k)=60 para todos os pontos k com exceção de 
r(13)= r(30)=120 (cenário 1) e 240 (cenário 2), q(k)=0,3 
para todos os pontos k. Para o circuito considerado, o ponto 
de partida do lado esquerdo do segmento bidirecional é o 
ponto dlk =12, o ponto de chegada do lado direito é ark =13, 

o ponto de partida do lado direito é drk =29 e o de chegada 

do lado esquerdo é alk =30. Os pontos 1 até 11 pertencem 

ao circuito unidirecional esquerdo e os pontos 14 até 28 ao 

circuito unidirecional direito. As matrizes *
,kiD  [s] e *

,kiL  [s] 

(Figura 2) contém os valores iniciais de kid ,  e kil ,  (valores 

não especificados = “−”), onde as linhas representam os ô-
nibus i e as colunas os pontos k dentro do circuito fechado 
do sistema BRT. 

Conforme observado a partir da matriz *
,kiD  e de r(k) o 

espaçamento típico entre os ônibus é de aproximadamente 
6 minutos. A utilização do CIRSO na solução do problema 
de controle em tempo real da operação do sistema BRT 
com segmento bidirecional aqui apresentado, leva aos re-
sultados para a variável controle de retenção hi,k conforme 
indicado na Tabela 1. São apresentados os resultados para 
dois cenários distintos relativos ao tempo de percurso do 
segmento bidirecional (entre os pontos 12–13 e 29–30) ou 
unidirecionais equivalentes (caso usual). 

A Tabela 2 apresenta um comparativo entre as estraté-
gias CIRSO (caso segmento bidirecional) e caso usual 
(segmentos unidirecionais) para o custo ou atraso total dos 
usuários do sistema BRT, conforme Equação (1), para um 
horizonte de predição Nn de 14 pontos para cada ônibus. 

São apresentados os resultados para os cenários 120 e 240 
s.  

Como pode ser observado na Tabela 2, a utilização de 
segmento bidirecional conjuntamente com a estratégia 
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Figura 2. Matrizes Di,k e Li,k 

 

Tabela 1. Ações de controle de retenção para o caso bidirecional (CIRSO) e dois segmentos unidirecionais equivalentes (caso usual) 
considerando dois cenários 

Ação de controle de retenção hi,k,(volta) [s] Tempo de percurso do segmento  
bidirecional ou unidirecional [s](cenário) Caso bidirecional CIRSO Caso unidirecional 
120 hi,k,(volta)=0 hi,k,(volta)=0 

240 

h1,1,(volta2)=102,1 
h1,2,(volta2)=1,5 
h1,5,(volta2)=5,3 
h2,28,(volta1)=58,6 
h3,24,(volta1)=96,5 
h3,29,(volta1)=67,9 
h5,16,(volta1)=21,0 
h7,9,(volta1)=46,9 
h7,12,(volta1)=68,9 
h8,5,(volta1)=63,4 
h8,9,(volta1)=24,6 
h8,12,(volta1)=277,4 

h1,1,(volta2)=25,8 
h5,16,(volta1)=30,4 
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CIRSO permitiu, para o horizonte considerado, uma opera-
ção do sistema BRT com custo igual ou 25,4% superior, 
cenários 120 e 240 s respectivamente. Vale ressaltar que no 
CIRSO o controle de retenção implica também no controle 
do sequenciamento dos ônibus através do segmento bidire-
cional de faixa única e duplo sentido. 

4. CONCLUSÕES 

A utilização de segmento(s) bidirecional(ais) em sistemas 
BRT pode representar, em muitos casos, considerando-se a 
importância da utilização de faixas exclusivas, a viabilidade 
ou não da implantação do sistema. Neste contexto a estra-
tégia CIRSO aqui apresentada, baseada no controle simul-
tâneo integrado do espaçamento e sequenciamento dos ôni-
bus através de segmento(s) bidirecional(ais), permite a im-
plantação de sistemas BRT com menor custo em termos de 
ocupação urbana e de infraestrutura. 

De acordo com os resultados apresentados na Tabela 2, 
para o cenário proposto, a viabilidade de utilização da es-
tratégia CIRSO está diretamente associada à relação entre o 
espaçamento nominal dos ônibus e o tempo de percurso do 
segmento bidirecional. Ou seja, quanto maior a relação en-
tre o espaçamento nominal e o tempo de percurso do seg-
mento bidirecional, menor o impacto da utilização de seg-
mentos bidirecionais em relação a dois segmentos unidire-
cionais. Nos cenários apresentados, para um espaçamento 
típico de 360 s entre ônibus, o tempo de percurso do seg-
mento bidirecional de 120 s resultou em aumento de custo 
zero, enquanto o tempo de percurso de 240 s aumentou o 
custo em 25,4%. Tempos de percurso ainda maiores levam 
a uma solução infactível. Importante ressaltar que os resul-
tados apresentados valem para o exemplo e cenários utili-
zados e variam para cenários distintos. Entretanto, para ou-
tros cenários testados a solução via CIRSO também apre-
sentou resultados tão positivos quanto os aqui apresenta-
dos.  

O tempo de processamento da estratégia de controle 
CIRSO, com programa escrito em AMPL e executado via 
NEOS, foi de poucos segundos, compatível com aplicações 
tempo real. Em casos críticos uma solução poderia ser a 
diminuição do tempo de processamento através da redução 
do número de variáveis binárias via limitação do horizonte 
de predição dos ônibus e a utilização de software de otimi-
zação mais eficiente, como o IBM ILOG-CPLEX para pro-
gramação linear inteira-mista.  

A utilização de segmentos bidirecionais e estratégia 
CIRSO parece perfeitamente viável para aplicação em ce-
nários reais, tendo como principal parâmetro a ser analisado 
em termos de viabilidade de implantação, a relação entre o 
espaçamento nominal dos ônibus e o tempo de percurso 
do(s) segmentos(s) bidirecional(ais). 

Como trabalhos futuros, sugere-se a inclusão do atraso 

dos passageiros embarcados na função custo e utilização do 
procedimento conforme descrito em Koehler (2009) para 
solução do problema não convexo. 
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Tabela 2. Atraso total dos usuários do sistema BRT (para nN =14) 

Atraso total BRT [s] 

Cenário [s] Caso bidirecional CIRSO Caso unidirecional 

120 683.195 683.195 

240 1.045.320 (+25,4%) 833.749 
 


