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1. INTRODUÇÃO 

Com o crescimento da demanda de passageiros ao longo 
dos anos, houve um aumento na frequência dos voos, com 
uma ligeira queda no número de assentos por voo (Swan, 
2002). Este fato, aliado à crescente competição entre as 
empresas aéreas, torna necessária a utilização de modelos 
que permitam definir novas malhas aéreas de acordo com a 
evolução da demanda, visando a uma redução de custos o-
peracionais (Klabjan, 2004). Tais problemas são, entretan-
to, relativamente complexos, com um grande número de va-
riáveis e restrições (Hane et al., 1995; Klabjan, 2004), tra-
dicionalmente levando a uma divisão do problema em eta-
pas, com modelos mais simples, específicos para cada uma 
delas (Rabetanety et al. 2006). 

No Brasil, o problema tem características específicas 
como, por exemplo, a existência de restrições operacionais 
em aeroportos relevantes (CGNA, 2009; MD, 2008; Caeta-
no e Gualda, 2008), sendo a maior parte deste tráfego de 
passageiros (Anuário, 2007 apud Oliveira, 2009), dificul-
tando a adoção de aeroportos alternativos aos saturados.  

Nesse contexto, este trabalho apresenta um modelo que 
trata de maneira integrada duas das etapas do planejamento 
operacional de uma empresa aérea: a Programação de Vôos 
(Schedule Generation Problem) e o problema da Alocação 
de Frota (Fleet Assignment Problem), aplicando-o para o 
caso de uma empresa aérea operando no mercado domésti-
co brasileiro.  

Inicialmente é apresentada uma breve revisão dos con-
ceitos envolvidos na solução desses problemas, seguida da 
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apresentação das características específicas do problema 
tratado, do modelo proposto e dos resultados de uma análi-
se de robustez deste modelo, além de uma aplicação a ins-
tâncias baseadas na malha de uma empresa aérea nacional. 

2. O PLANEJAMENTO OPERACIONAL DE 
EMPRESAS AÉREAS 

O planejamento operacional de empresas aéreas pode ser 
dividido em três grandes problemas inter-relacionados: a 
definição de quais voos serão oferecidos, de quais aerona-
ves farão quais voos e de quais serão os tripulantes destes 
voos. Estas etapas são apresentadas na Figura 1. 

A definição de voos é o processo em que se define a a-
genda de voos. Na primeira parte desta etapa, a Geração de 
Voos, são identificadas as demandas entre pares de cidades 
e, assim, são definidos os potenciais voos entre pares de ae-
roportos, respeitando as restrições mais simples dos aero-
portos. A segunda parte desta etapa, denominada Progra-
mação de Voos, corresponde à determinação de quais voos 
serão cumpridos e, neste ponto, devem ser respeitadas res-
trições de operação mais específicas de cada aeroporto, 
como horários fixos disponíveis para uma dada empresa aé-
rea, os chamados slots (ANAC, 2008; Klabjan, 2004; Rabe-
tanety et al., 2006). 

A alocação de aeronaves é o processo em que se define 
qual aeronave executará cada voo. Na primeira parte desta 
etapa, a Alocação de Frotas, é definido, para cada voo, qual 
o melhor tipo de aeronave para cumpri-lo, visando à maxi-
mização da rentabilidade. Na segunda parte desta etapa, a 
Atribuição de Aeronaves, são definidas as aeronaves espe-
cíficas para cada voo, respeitando períodos de revisão, de 
manutenção, dentre outros (Abara, 1989; Barnhart et al., 
2003; Klabjan, 2004; Rabetanety et al., 2006). 

A alocação de tripulantes é o processo em que se define 
qual tripulante será escalado para qual aeronave. Na primei-
ra parte, a Definição de Viagens, são definidas as sequên-
cias de voos que respeitem as legislações trabalhistas e cri-
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térios técnicos, que são denominadas viagens. Na segunda 
etapa, a Escala de Tripulantes, são definidos, finalmente, 
quais os tripulantes que cumprirão cada uma das viagens. 
(Barnhart et al., 2003; Gomes e Gualda, 2008; Klabjan, 
2004; Rabetanety et al., 2006). 

O aumento da complexidade dos sistemas aéreos e a 
crescente competitividade levaram à necessidade de criar 
modelos que incluam um número cada vez maior de rotas e 
restrições. Tais modelos de grande escala são um grande 
desafio computacional, pois vários deles são considerados 
do tipo NP-difícil (Hane et al., 1995). Esta característica se 
agrava quando são utilizados modelos que solucionam si-
multaneamente duas ou mais etapas do problema, buscan-
do-se uma otimização global (Klabjan, 2004; Sherali et al., 
2006; Rabetanety et al., 2006). 

Adicionalmente, a malha definida por esses modelos nem 
sempre pode ser considerada como uma solução permanen-
te. Quando parte significativa do tráfego de um país de ta-
manho continental é composta por passageiros, incluindo 
turistas, a demanda provavelmente sofrerá variações ao lon-
go do ano, alterando a lucratividade de cada voo. Nesse 
contexto, o mercado regional pode representar um grande 
desafio para as empresas aéreas, demandando ajustes peri-
ódicos em sua malha de voos. Considerando-se ainda que, 
usualmente, as malhas de empresas regionais são compos-
tas por trechos curtos, há maior facilidade para a  atuação 
de empresas de baixo custo (low cost-low fare), favorecen-
do a competição e causando uma pressão pela redução das 
tarifas (Oliveira, 2009). Essa situação pode ser agravada 
pela concorrência de modos de transporte potencialmente 
mais econômicos, como o ferroviário e o rodoviário, o que 
torna importante o constante aperfeiçoamento da malha pa-
ra a manutenção da competitividade do transporte aéreo. 

3. O PROBLEMA TRATADO 

Embora todas as etapas já descritas sejam interdependentes, 
a Definição de Voos e a Alocação de Aeronaves são duas 
boas candidatas ao tratamento conjunto, devido ao seu ca-
ráter estratégico para a empresa aérea, com consequências 
diretas nas etapas posteriores, tanto no âmbito tático quanto 
operacional. Um modelo integrado deste tipo pode forne-
cer, por exemplo, os impactos na malha aérea de uma em-
presa oriundos da utilização de uma nova aeronave, visto 
que o uso de aeronaves com capacidades diferenciadas po-
de viabilizar ou inviabilizar determinados trechos. Um ou-
tro tipo de situação em que tal integração tem grande utili-
dade é na avaliação de impactos na malha advindos da res-
trição de operação em aeroportos onde a empresa atua.  

Dependendo do tipo de passageiro de um trecho especí-
fico, a demanda pode mudar ao longo da semana. Quando o 
tráfego é composto principalmente por viajantes a negó-
cios, alguns trechos podem ter mais demanda em um senti-
do às segundas-feiras e, no sentido contrário, mais demanda 

às sextas-feiras. Para lidar com tal característica, a rede de 
voos potenciais precisa ser construída para uma semana 
completa. 

3.1. Características Propostas para o Modelo 

O modelo deve permitir responder questões de cunho estra-
tégico e tático de uma empresa, incluindo a avaliação do 
uso de diferentes frotas , fornecendo subsídios para avaliar 
mudanças nas frotas, e a seleção de voos a serem cumpri-
dos para uma frota específica, adequando a oferta de assen-
tos da melhor maneira possível à demanda. A proposta é 
evitar voos com assentos vazios na mesma proporção em 
que deve evitar perder passageiros por falta de assentos, 
sendo a penalidade para estes casos proporcional à duração 
do voo.  

O modelo deve garantir a continuidade da movimentação 
de aeronaves de cada tipo, que devem iniciar e finalizar o 
trajeto na mesma cidade e, se necessário e econômico, de-
vem ocorrer voos para reposicionar as aeronaves, além de 
respeitar o tempo de manutenção mínima entre voos.  

A seleção de voos deve respeitar os horários de slots 
quando estes forem pré-estabelecidos. No caso de aeropor-
tos de operação não-restrita, o modelo deve considerar ili-
mitado o número de voos que decolam ou pousam em um 
dado instante, partindo-se do pressuposto que, na prática, é 
possível acomodar tais voos com pequenos intervalos entre 
eles. Ainda assim, apenas um tipo de aeronave deve ser a-
tribuído a cada voo, sendo este um requisito clássico para 
este tipo de problema. 

4. MODELAGEM MATEMÁTICA 

Os modelos tradicionais de alocação de frota são associa-
dos a duas abordagens distintas. Uma delas é baseada em 
redes de interconexões, em que cada nó representa uma co-
nexão possível entre trechos, e o modelo decide quais co-
nexões devem ser realizadas e quais não (Abara,1989; She-
rali et al., 2006). Uma outra abordagem é através de uma 
rede espaço-tempo, em que os nós representam chegadas ou 
partidas nos aeroportos; os arcos que ligam estes nós repre-
sentam os trechos entre os aeroportos ou o tempo que as ae-
ronaves ficam em solo entre um trecho e outro (Berge e 
Hoperstead, 1993 apud Sherali et al., 2006; Hane et al. 
1995). 

Tais modelos clássicos pressupõem que a programação 
de voos está previamente definida e que todos os voos da 
programação devem ser cobertos e, tradicionalmente, não 
contemplam restrições de operação nos aeroportos. Para 
superar estas limitações, faz-se necessário contar com um 
modelo mais abrangente. O modelo proposto está baseado 
no conceito da modelagem espaço-tempo (Berge e Hopers-
tead, 1993 apud Sherali et al., 2006; Hane et al. 1995), es-
tendido para atender aos requisitos descritos no item 3, con-
forme a representação da Figura 2. 

 
 

Figura 1. Etapas do Planejamento Operacional de Empresas Aéreas 
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A representação dos momentos de pouso e de espe-
ra/decolagem em nós diferentes permite a consideração pre-
cisa dos horários dos slots de pouso, diferentemente da re-
presentação tradicional em que o tempo de manutenção bá-
sica (abastecimento, troca de tripulação e passageiros etc.) 
é somado ao tempo de duração do arco de voo. Adicional-
mente, como os tempos de manutenção podem ser relati-
vamente variados, de acordo com o tipo de aeronave, cada 
frota é representada por uma rede diferente, com arcos co-
incidentes para representar os mesmos trechos de voo. O 
modelo construído com base nessa representação de rede é 
apresentado a seguir. 
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em que,  
 F: conjunto de todos os tipos de aeronave, indexados 

por f; 
 N: conjunto de todos os nós do sistema, indexados 

por i, j, o, d ou k, representando um aeroporto e 
um horário; 

 L: conjunto dos arcos que representam movimentos 
de aeronave, em voo, manutenção, em solo ou de 
retorno, indexados por (i,j), sendo i o nó origem e 
j o nó destino do movimento; 

 Lv: conjunto dos arcos que representam movimentos 
de voo; 

 Lvd: conjunto dos arcos que representam voos com 
demanda; 

 Dij: demanda de passageiros do nó i ao nó j; 
 Cf: número de assentos da aeronave do tipo f; 
 Tij: tempo de voo do nó i ao nó j; 
 xf

ij: número de aeronaves do tipo f passando pelo arco 
(i,j); 

 yij: variável binária que assume o valor 1 quando o 
voo de i para j não será  realizado e 0, caso contrá-
rio; 

 Lt: conjunto dos arcos cuja origem está em tempo i-
gual ou inferior a t e o destino está em tempo mai-
or que o tempo t. O instante de tempo t é fixo e 
deve ser definido com um horário válido de acor-
do com o problema; 

 Af: número de aeronaves do tipo f disponíveis; 
 Nrd: conjunto de nós dos aeroportos com restrições de 

decolagem; e 
 Nra: conjunto de nós dos aeroportos com restrições de 

aterrissagem. 
 
A função objetivo deste modelo (expressão 1) visa à mi-

nimização das receitas perdidas, considerando, como proxy 
da perda de receita, a soma dos momentos de transporte as-

 
 

Figura 2. Representação de nós e arcos utilizados para a modelagem 
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sociados aos assentos vazios e à demanda não atendida. Tal 
consideração foi inspirada na relação existente entre o custo 
operacional de um voo e seu momento de transporte máxi-
mo (Swan e Adler, 2006).  

O primeiro termo da função objetivo representa a soma 
desses momentos de transporte associados aos voos atendi-
dos por uma aeronave e o segundo termo representa a soma 
dos momentos de transporte associados aos voos não reali-
zados, cuja demanda foi totalmente perdida. Como a de-
manda é associada ao trecho, cada elemento da somatória 
do primeiro termo representa o momento de transporte per-
dido pelo excesso ou pela falta de assentos em cada voo re-
alizado; já os elementos da somatória do segundo termo re-
presentam o momento de transporte perdido, considerando 
toda a demanda dos trechos não atendidos.  

A adoção da diferença entre a demanda e a capacidade 
da aeronave em um termo quadrático evita a ocorrência de 
termos negativos, que tornariam inadequado o comporta-
mento da função objetivo - segundo as premissas desse 
modelo, a alocação de uma aeronave com capacidade supe-
rior à demanda de um trecho é tão indesejada quanto a alo-
cação de uma aeronave com capacidade inferior à demanda 
do mesmo. Adicionalmente, a duração do voo foi mantida 
fora desse termo quadrático, para evitar que a ênfase da se-
leção de voos deixe de ser o equilíbrio entre oferta e de-
manda e passe a ser a seleção de voos de menor duração. 

A restrição representada na expressão 2 garante que, no 
máximo, uma aeronave cumprirá um voo com demanda. 
Caso nenhuma aeronave seja alocada a um voo com de-
manda, a variável yij será usada para indicar a não cobertura 
do trecho e a perda total da demanda a ele associada. A pre-
sença da variável yij é importante para a atribuição de uma 
penalidade para os voos com demanda que não sejam exe-
cutados, levando à seleção de voos que minimizem o núme-
ro de passageiros perdidos e de assentos vazios. Essa é a 
característica que permite a existência de voos opcionais, 
isto é, o modelo não exige que todos os voos sejam cum-
pridos, como ocorreria em um modelo de cobertura tradi-
cional; por outro lado, os trechos de voos não cobertos le-
vam a uma penalidade na função objetivo. 

A restrição representada na expressão 3 garante o equilí-
brio em cada um dos nós de cada frota. A restrição é igual 
para todos os nós, incluindo os iniciais e finais, o que signi-
fica que a rede é cíclica e fechada, não havendo fontes e 
sorvedouros de aeronaves.  

Nessas condições, o número de aeronaves fluindo pela 
rede é constante em qualquer instante t. Assim, é suficiente 
garantir que o número de aeronaves máximo de cada frota 
seja respeitado em um único instante t, como é representa-
do na expressão 4, através da somatória de aeronaves que 
atravessam todos os arcos que incluam o instante t, para ca-
da frota. 

Como há nós específicos para representar os pousos e 
decolagens, os nós em aeroportos de operação restrita po-
dem representar também os slots. Assim, a restrição repre-
sentada na expressão 5 garante que apenas um voo parta de 
um slot de decolagem de um aeroporto de operação restrita 
e, analogamente, a restrição da expressão 6 garante que a-
penas um voo pouse em um slot de aterrissagem de um ae-
roporto restrito. 

Como cada voo só pode ser cumprido por uma única ae-
ronave, as variáveis que representam os arcos de voos com 
demanda e as variáveis que indicam se um voo foi ou não 

cumprido são binárias, como especificam as expressões 7 e 
8. Como os arcos de manutenção e espera podem possuir 
um fluxo de várias aeronaves, as demais variáveis que re-
presentam arcos são inteiras e maiores ou iguais a zero, 
como especificado na expressão 9. 

5. AMBIENTE DE SOLUÇÃO 

Os dados de entrada devem ser fornecidos através de arqui-
vos texto, que conterão todas as informações necessárias de 
maneira tabular. Esses arquivos são explicados a seguir. 
 Arquivo de Voos Potenciais: deve conter a tabela de 

voos potenciais e todos os voos cujas demandas são 
relevantes. Cada voo deve ter sua demanda específi-
ca indicada; 

 Arquivo de Tempos de Voo: deve indicar os tempos 
de voo entre os pares de cidades. Se um voo não e-
xistir nesta tabela, ele será considerado impossível; 

 Arquivo de Aeronaves: deve indicar as aeronaves 
disponíveis e suas características, incluindo tempo 
mínimo de manutenção após voo e capacidade da 
aeronave; e 

 Arquivo de Aeroportos: deve indicar os aeroportos 
cuja operação é restrita. É fundamental a existência 
de voos de partida e de chegada nestes aeroportos, 
ainda que suas demandas sejam zero, para demarcar 
os slots disponíveis. 

 
A transformação desses dados em uma rede completa é 

feita por um software em Java, desenvolvido para gerar o 
modelo matemático. A rede de voos potenciais é expandida 
com os voos de reposicionamento de aeronaves (voos sem 
demanda, vazios). Os arcos de reposicionamento devem 
também respeitar as restrições de operação de cada aero-
porto.  

Após a criação dos arcos de reposicionamento, são cria-
dos os arcos de solo, que indicam períodos de espera das 
aeronaves nos aeroportos. Finalmente, é criado um arco do 
último ao primeiro nó de um aeroporto, para que o posicio-
namento final das aeronaves seja igual ao inicial. 

Com a rede pronta, o software gera o modelo matemáti-
co, criando um arquivo no formato LP (Linear Program-
ming model), padrão adotado pela maioria dos pacotes oti-
mizadores do mercado. Para este trabalho foi selecionado o 
pacote ILog CPlex 11.0, executado em um computador 
com processador Intel Core2Quad de 2.4GHz e 2GB de 
memória RAM. 

6. ANÁLISE DE ROBUSTEZ 

A análise de robustez do modelo foi realizada com base em 
uma série de testes compostos por situações críticas e cujas 
soluções são previamente conhecidas. 

Os resultados de todos os testes realizados, descritos a 
seguir, estiveram de acordo com as expectativas, com resul-
tados rápidos e precisos, indicando que o modelo é robusto 
para lidar com os problemas de malha aérea que se encai-
xem nas características descritas no item 3. 

6.1. Melhor escolha de aeronaves para um conjunto de 
trilhos 

Os primeiros testes visaram à verificação da correta escolha 
de aeronaves para os diferentes voos pelo modelo. Assim, 
foram definidos dois trilhos, que são sequências de trechos 
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a serem cumpridos por uma aeronave, envolvendo 3 cida-
des cada um. O primeiro trilho conta com uma demanda de 
100 passageiros por trecho e segundo com uma demanda de 
116 passageiros por trecho, conforme indicado na Tabela 1. 
A Tabela 2 indica a duração de todos os voos possíveis. 

Primeiramente foi informada a disponibilidade de duas 
frotas, uma para 100 passageiros e outra para 116 passagei-
ros, sendo cada frota composta por 3 aeronaves. O tempo 
de manutenção obrigatória após voo foi definido como sen-
do de 45 minutos para ambas as aeronaves. 

A geração do modelo demorou cerca de 2 segundos, re-
sultando em um modelo com 540 restrições e 948 variáveis. 

Sua resolução pelo CPlex não demorou mais que 0,04s, e 
está representada na Tabela 3, indicando a esperada aloca-
ção de uma única aeronave para 100 passageiros para o tri-
lho 1 e de uma única aeronave para 116 passageiros para o 
trilho 2. As outras aeronaves ficaram em espera e não são 
apresentadas na tabela. 

Convém observar que nenhuma das aeronaves consegui-
rá cumprir seus voos em dias consecutivos com os trilhos 
propostos, pois a finalização do último voo ocorre em mo-
mento posterior ao que seria necessário para a realização do 
ciclo. Para gerar soluções que atendam a ciclos diários é 
necessário gerar soluções para voos para vários dias conse-
cutivos. Uma aplicação deste tipo será vista na seção 7. 

Gerando um modelo para o problema anterior, mas defi-
nindo uma única aeronave para 100 passageiros, o resulta-
do é um modelo com 274 restrições e 478 variáveis. A alo-
cação, resolvida pelo CPlex em cerca de 0,01s, está apre-
sentada na Tabela 4. 

Neste caso, a aeronave para 100 passageiros foi alocada 
ao trilho 2, que possui uma demanda de 116 passageiros. 
Este é um comportamento previsível e adequado do modelo 
em que, quando não for possível atender a toda a demanda, 
as aeronaves serão alocadas nas posições em que ocorrer a 
maior demanda, ainda que esta demanda supere a capacida-
de da aeronave. 

Resolvendo o mesmo problema apenas com uma aerona-
ve para 116 passageiros, os resultados são idênticos aos da 

Tabela 1. Trilhos com demanda contínua – formato: aeroporto 
(dia - hora) 

Trilho Demanda Trilho 

1 100 
A(1 – 1:40) – B(1 – 7:40) – A(1 – 13:40) 
– C(1 - 23:00) – A(2 – 6:20) 

2 116 
A(1 – 1:40) – C(1 – 11:00) – B(1 – 18:40) 
– C(2 – 2:20) – A(2 – 11:40) 

 

Tabela 2. Voos possíveis (ambas as direções) 

Aeroporto 1 Aeroporto 2 Duração (min) 

A B 300 

B C 400 

A C 500 

Tabela 3. Alocação de frota aos trilhos (incluindo manutenção e espera) 

Frota (Aeronaves) Evento Origem (Dia – Hora) Destino (Dia - Hora) 
100 pax (1) Voo A (0 - 01:40) B (0 – 06:40) 
100 pax (1) Manutenção B (0 – 06:40) B (0 – 07:25) 
100 pax (1) Espera B (0 – 07:25) B (0 – 07:40) 
100 pax (1) Voo B (0 – 07:40) A (0 – 12:40) 
100 pax (1) Manutenção A (0 – 12:40) A (0 – 13:25) 
100 pax (1) Espera A (0 – 13:25) A (0 – 13:40) 
100 pax (1) Voo A (0 – 13:40) C (0 – 22:00) 
100 pax (1) Manutenção C (0 – 22:00) C (0 – 22:45) 
100 pax (1) Espera C (0 – 22:45) C (0 – 23:00) 
100 pax (1) Voo C (0 – 23:00) A (1 – 07:20) 
100 pax (1) Manutenção A (1 – 07:20) A (1 – 08:05) 
116 pax (1) Voo A (0 – 01:40) C (0 – 10:00) 
116 pax (1) Manutenção C (0 – 10:00) C (0 – 10:45) 
116 pax (1) Espera C (0 – 10:45) C (0 – 11:00) 
116 pax (1) Voo C (0 – 11:00) B (0 – 17:40) 
116 pax (1) Manutenção B (0 – 17:40) B (0 – 18:25) 
116 pax (1) Espera B (0 – 18:25) B (0 – 18:40) 
116 pax (1) Voo B (0 – 18:40) C (1 – 01:20) 
116 pax (1) Manutenção C (1 – 01:20) C (1 – 02:05) 
116 pax (1) Espera C (1 – 02:05) C (1 – 02:20) 
116 pax (1) Voo C (1 – 02:20) A (1 – 10:40) 
116 pax (1) Manutenção A (1 – 10:40) C (1 – 11:25) 

 

Tabela 4. Alocação de uma aeronave para 100 passageiros (apenas voos) 

Frota (Aeronaves) Evento Origem (Dia - Hora) Destino (Dia - Hora) 
100 pax (1) Voo A (0 – 01:40) C (0 – 10:00) 
100 pax (1) Voo C (0 – 11:00) B (0 – 17:40) 
100 pax (1) Voo B (0 – 18:40) C (1 – 01:20) 
100 pax (1) Voo C (1 – 02:20) A (1 – 10:40) 
- (0) Voo A (0 - 01:40) B (0 – 06:40) 
- (0) Voo B (0 – 07:40) A (0 – 12:40) 
- (0) Voo A (0 – 13:40) C (0 – 22:00) 
- (0) Voo C (0 – 23:00) A (1 – 07:20) 
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Tabela 4, com o uso da aeronave para 116 passageiros 
substituindo a de 100 passageiros no trilho 2. 

6.2. Criação adequada de voos de reposicionamento 

Nos testes da seção 6.1 não foi necessário realizar nenhum 
voo além daqueles presentes na tabela de voos potenciais, 
para que fosse possível cumprir de maneira eficiente os vo-
os desejados. Entretanto, esta nem sempre é uma suposição 
válida: a solução mais eficiente pode envolver algum repo-
sicionamento de aeronaves. 

Os testes aqui propostos objetivam a verificação da ade-
quada utilização de tais voos de reposicionamento. Assim, 
foram definidos três voos na tabela de voos potenciais, in-
dicados na Tabela 5, sendo os voos possíveis os mesmos 
indicados anteriormente na Tabela 2, e uma única aeronave 
para 100 passageiros, com tempo mínimo de manutenção 
após voo de 45 minutos. 

Os voos foram assim definidos para criar um conflito pa-
ra a escolha entre o voo de A para B ou o voo de A para C, 
ambos partindo às 01:40. A escolha mais direta, que inde-
pende do reposicionamento de aeronaves, é o voo de A pa-
ra C. Entretanto, este é um voo longo (500 minutos), com 
uma demanda muito baixa, causando uma grande perda de 
demanda do voo de A para B. Esta situação faz com que a 
melhor alternativa seja realizar o voo de A para B, com um 
voo vazio, mais curto, de B para C, e perdendo apenas a 
pequena demanda do voo de A para C. 

A geração do modelo leva menos de 1 segundo, resul-
tando em modelo com 99 restrições e 167 variáveis. Sua re-
solução pelo CPlex não demorou mais que 0,03s, e está re-
presentada na Tabela 6, indicando exatamente a seleção dos 
voos de A para B, a criação do voo de B para C e a seleção 
do voo de C para A. Os eventos em itálico indicam voos de 
reposicionamento. 

É possível notar, nesta solução, que um novo nó de pou-
so foi criado no aeroporto C. Caso o aeroporto C fosse de 
operação restrita, isto é, operasse com o sistema de slots, 
isso não seria possível.  

Pela tabela de voos potenciais, a chegada do voo de A 
para C ocorre às 10:00, definindo o slot de pouso. Seria in-
viável, portanto, o reposicionamento anterior, cujo pouso 
ocorre em C às 14:05, fazendo com que a solução ótima se-

ja optar pelo voo de A para C e depois o voo de C para A. 
Para este caso, com restrição de operação no aeroporto 

C, a criação do modelo leva menos de 1 segundo, resultan-
do em um modelo com 34 restrições e 44 variáveis. Sua re-
solução pelo CPlex não demorou mais que 0,04s, e está re-
presentada na Tabela 7, indicando exatamente a seleção de 
voos prevista. 

Foram testadas variações destes testes, incluindo restri-
ções de operação em alguns aeroportos, ou seja, envolven-
do a criação de voos de reposicionamento usando slots de 
decolagem e pouso em aeroportos com operação restrita. 
Os modelos resultantes foram da mesma ordem de grandeza 
dos já apresentados, assim como os tempos de solução. Os 
resultados foram adequados, com arcos de reposicionamen-
to sendo criados quando necessário e respeitando os horá-
rios dos slots pré-definidos. 

 

6.3. Conflito entre número de slots de pouso e 
decolagem 

Foram realizados também alguns testes com situações com-
plexas hipotéticas, como a existência de aeroportos de ope-
ração restrita com dois slots de decolagem, mas apenas um 
de pouso, para avaliar o comportamento do modelo em tais 
situações. 

O modelo permaneceu com dimensões similares aos an-
teriormente apresentados, com tempos de solução da mes-
ma ordem, isto é, modelos gerados em poucos segundos e 
soluções obtidas em centésimos de segundo. As soluções 
encontradas foram compatíveis com a realidade, escolhen-
do o slot mais adequado em cada situação e mantendo va-
zios os slots inviáveis. 

7. APLICAÇÃO À MALHA DE UMA EMPRESA 
AÉREA BRASILEIRA 

Além dos testes de robustez, o modelo apresentado foi apli-
cado também em instâncias baseadas na malha aérea regio-
nal de uma empresa brasileira, considerando os dados dis-
ponibilizados pela empresa na Internet. 

A malha tratada é composta por cinco cidades, com 104 
voos semanais, sendo 20 voos diários de segunda a sexta e 
apenas dois voos de reposicionamento aos sábados e do-
mingos. 

Para cumprir os voos desta malha, são disponíveis três 
aeronaves modelo ATR-42/300 (AT43), com capacidade 
para 50 passageiros. Como a empresa trabalha com aviões 
de pequeno porte, o tempo de manutenção obrigatória entre 
voos é de apenas 15 minutos. 

Tabela 5. Voos potenciais 

Origem Destino Partida Demanda 
A B 01:40 100 
A C 01:40 10 
C A 15:00 100 

 

Tabela 6. Voos selecionados pelo modelo para uma aeronave de 100 passageiros 

Frota (Aeronaves) Evento Origem (Dia - Hora) Destino (Dia - Hora) 
100 pax (1) Voo A (0 – 01:40) B (0 – 06:40) 
100 pax (1) Voo B (0 – 07:25) C (0 – 14:05) 
100 pax (1) Voo C (0 – 15:00) A (0 – 23:20) 
- (0) Voo A (0 – 01:40) C (0 – 10:00) 

 

Tabela 7. Voos para a aeronave para 100 passageiros, com operação em C restrita 

Frota (Aeronaves) Evento Origem (Dia - Hora) Destino (Dia - Hora) 
100 pax (1) Voo A (0 – 01:40) C (0 – 10:00) 
100 pax (1) Voo C (0 – 15:00) A (0 – 23:20) 
- (0) Voo A (0 – 01:40) B (0 – 06:40) 
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As instâncias geradas para análise foram divididas em 3 
configurações, conforme especificadas a seguir. 
 Configuração A: são problemas de cobertura na 

malha original da empresa, com a demanda de cada 
voo igual à capacidade das aeronaves utilizadas (fro-
ta homogênea); 

 Configuração B: são problemas de programação de 
voos e alocação de frota, na malha original da em-
presa, porém considerando demandas médias por 
voo, com base nos dados de 2007 (ANAC, 2007); e 

 Configuração C: são também problemas de pro-
gramação de voos e alocação de frota e também con-
sideram demandas médias para cada voo, mas neste 
caso considerou-se que a empresa obteve dois slots 
de pouso e dois de decolagem no aeroporto de Con-
gonhas, às 9:00, 17:30, 10:00 e 18:30, respectiva-
mente. 

 
Cada uma destas configurações foi representada por pro-

blemas com diferentes composições de frotas de aeronaves, 
sempre para os 7 dias da semana, gerando resultados bas-
tante variados com relação aos voos que devem ser execu-
tados pela empresa. 

A Tabela 8 mostra as características dos modelos e tem-
pos de soluções para as configurações A e B, sendo que o 
tempo de geração do modelo foi sempre inferior a 15 s. 

Nesses casos, a tabela de voos potenciais inclui todos os 
104 voos da empresa. Para essas configurações, o modelo 
foi gerado sempre considerando 3 frotas com apenas uma 

aeronave em cada uma delas, proporcionando uma melhor 
visualização da solução. Com isso foi possível notar que 
não há diferenças significativas nos tempos de solução para 
aeronaves de características distintas. 

A Tabela 9 apresenta os resultados obtidos com o pro-
cessamento do modelo em cada uma destas configurações. 
Nessa tabela, cada valor representa o número de voos diá-
rios entre os aeroportos indicados na coluna A-B, separan-
do-os em voos de ida (A → B) e volta (B → A). 

Como é possível observar na configuração A, as três ae-
ronaves ATR-42/300 da empresa são suficientes para aten-
der a todos os trechos. Por outro lado, essa configuração 
não representa uma situação realista, uma vez que a de-
manda de cada trecho foi considerada exatamente igual à 
capacidade de cada aeronave da frota. 

As programações obtidas com a configuração B, que 
considera a demanda média de cada trecho, baseada na de-
manda efetiva do ano de 2007, permitem verificar que o 
cumprimento de alguns trechos não é interessante com as 
aeronaves ATR-42/300. Esse resultado fica particularmente 
claro na configuração B.1, situação em que são alocadas 
apenas duas das três aeronaves do tipo ATR-42/300. 

Como a demanda de alguns trechos é inferior à metade 
da capacidade das aeronaves consideradas na situação B.1 
e, por essa razão, nenhuma aeronave foi alocada a eles, tor-
na-se interessante avaliar o uso de aeronaves de menor ca-
pacidade para atender à demanda desses trechos.  

Nesse sentido, a troca de uma das três aeronaves da em-
presa por uma aeronave menor, como o Embraer 140 

Tabela 8. Características do modelo e tempos de solução para as configurações A e B 

Configuração: A B.1 B.2 B.3 
Frotas Disponíveis: 3x AT43 3x AT43 2x AT43 + E140 2x AT43 + E120 
Frotas Alocadas 3x AT43 2x AT43 2x AT43 + E140 2x AT43 + E120 
Variáveis 35456 35456 35456 35456 
Restrições 19526 19526 19526 19526 
Função Objetivo 0 4,0 x 106 3,8 x 106 3,2 x 106 
Tempo de Solução (s) 0,43 0,43 0,42 0,41 

 

Tabela 9. Resultados da alocação para as configurações A e B 

Configuração A B.1 B.2 B.3 
Frota 3x AT43 2x AT43 2x AT43 + E140 2x AT43 + E120 
Dia A-B A → B B → A A → B B → A A → B B → A A → B B → A 
Dom PLU-UBA 1 0 1 0 1 0 1 0 
Dom UBA-UDI 1 0 1 0 1 0 1 0 
Seg PLU-GVR 2 2 2 2 2 2 2 2 
Seg PLU-IPN 3 3 0 0 3 3 1 1 
Seg PLU-UDI 4 2 2 2 1 2 4 2 
Seg UDI-UBA 2 0 0 0 0 0 2 0 
Seg UBA-PLU 2 0 0 0 0 0 2 0 
Ter-Qui PLU-GVR 2 2 2 2 2 2 2 2 
Ter-Qui PLU-IPN 3 3 0 0 3 3 1 1 
Ter-Qui PLU-UDI 4 2 2 2 2 2 4 2 
Ter-Qui UDI-UBA 2 0 0 0 0 0 2 0 
Ter-Qui UBA-PLU 2 0 0 0 0 0 2 0 
Sex PLU-GVR 2 2 2 2 2 2 2 2 
Sex PLU-IPN 3 3 0 0 3 3 1 1 
Sex PLU-UDI 4 2 1 2 4 2 4 2 
Sex UDI-UBA 2 0 0 0 2 0 2 0 
Sex UBA-PLU 2 0 0 0 2 0 2 0 
Sáb UDI-UBA 1 0 0 0 0 0 1 0 
Sáb UBA-PLU 1 0 0 0 0 0 1 0 
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(E140, para 44 passageiros) ou o Embraer 120 (E120, para 
30 passageiros), faria com que a cobertura fosse bastante 
próxima da total, mantendo o equilíbrio entre demanda e 
oferta, como pode ser visto pelas configurações B.2 e B.3, 
respectivamente. 

A Tabela 10 mostra as características dos modelos e tem-
pos de soluções para a configuração C, com tempo de gera-
ção do modelo sempre inferior a 35s. Nesses casos, a tabela 
de voos potenciais é composta por 164 voos, incluindo os 
novos voos para Congonhas. Para essas configurações, os 
modelos gerados consideraram números diferentes de fro-
tas, cada uma delas com uma única aeronave. 

A Tabela 11 apresenta os resultados obtidos com o pro-
cessamento do modelo em cada uma destas configurações. 
Também nessa tabela os valores representam o número de 
voos entre os aeroportos indicados na coluna A-B, separan-
do-os em voos de ida (A → B) e volta (B → A). 

Como é possível observar na Tabela 11, na configuração 
C.1 a frota original da empresa não é capaz de cobrir todos 
os voos propostos nesse caso. Há um deslocamento das ae-

ronaves para cumprir os voos que envolvem Congonhas, 
com maior demanda e duração do voo, substituindo diver-
sos voos que ocorriam anteriormente. 

A troca de um ATR-42/300 por uma aeronave maior, 
como o Embraer 170 (E170, 70 passageiros), não altera o 
número de voos, mas indica um melhor equilíbrio da ofer-
ta/demanda, percebido pela redução do valor da função ob-
jetivo, como pode ser visto na configuração C.2.  

A adição de uma aeronave como o Embraer 120 à confi-
guração anterior, por outro lado, melhora a cobertura e am-
plia o número de voos, como pode ser verificado na confi-
guração C.3.  

Já na configuração C.4, a adição de uma quinta aeronave, 
outro Embraer 120, permite cobertura total – excluindo-se 
apenas os voos impossíveis - de e para Congonhas, uma 
vez que os slots foram ocupados com voos entre Belo Hori-
zonte (PLU) e Congonhas (CGH). 

7.1. Análise dos Resultados 

Os resultados dos testes e da aplicação indicam dois pontos 
de relevância com relação à aplicabilidade do modelo. 

Tabela 10. Características do modelo e tempos de solução para a configuração C 

Configuração: C.1 C.2 C.3 C.4 
Frotas Disponíveis: 3xAT43 2x AT43+E170 E120+2xAT43+E170 2xE120+2xAT43+E170 
Frotas Alocadas 3xAT43 2x AT43+E170 E120+2xAT43+E170 2xE120+2xAT43+E170 
Variáveis 45053 45053 60016 74979 
Restrições 24286 24286 32320 40354 
Função Objetivo 16,1mi 14,5mi 14,4mi 14,4mi 
Tempo de Solução (s) 0,91 0,61 0,95 10,4 

 

Tabela 11. Resultados da alocação para a configuração C 

Configuração C.1 C.2 C.3 C.4 
Frota 3x AT43 2x AT43 + E170 E120 + 2x AT43 + E170 2x E120 + 2x AT43 + E170 
Dia A-B A → B B → A A → B B → A A → B B → A A → B B → A 
Dom PLU-UBA 1 0 1 0 1 0 1 0 
Dom UBA-UDI 1 0 1 0 1 0 1 0 
Seg PLU-CGH 2 2 2 2 2 2 2 2 
Seg PLU-GVR 2 2 2 2 2 2 2 2 
Seg PLU-IPN 0 0 0 0 1 1 3 3 
Seg PLU-UDI 2 2 2 2 4 2 4 2 
Seg UDI-CGH 0 0 0 0 0 0 0 0 
Seg UDI-UBA 0 0 0 0 2 0 2 0 
Seg UBA-PLU 0 0 0 0 2 0 2 0 
Seg UBA-CGH 0 0 0 0 0 0 0 0 
Ter-Qui PLU-CGH 2 2 2 2 2 2 2 2 
Ter-Qui PLU-GVR 2 2 2 2 2 2 2 2 
Ter-Qui PLU-IPN 0 0 0 0 1 1 3 3 
Ter-Qui PLU-UDI 2 2 2 2 4 2 4 2 
Ter-Qui UDI-CGH 0 0 0 0 0 0 0 0 
Ter-Qui UDI-UBA 0 0 0 0 2 0 2 0 
Ter-Qui UBA-PLU 0 0 0 0 2 0 2 0 
Ter-Qui UBA-CGH 0 0 0 0 0 0 0 0 
Sex PLU-CGH 2 2 2 2 2 2 2 2 
Sex PLU-GVR 2 2 2 2 2 2 2 2 
Sex PLU-IPN 0 0 0 0 1 1 3 3 
Sex PLU-UDI 1 2 2 2 4 2 4 2 
Sex UDI-CGH 0 0 0 0 0 0 0 0 
Sex UDI-UBA 0 0 0 0 2 0 2 0 
Sex UBA-PLU 0 0 0 0 2 0 2 0 
Sex UBA-CGH 0 0 0 0 0 0 0 0 
Sáb UDI-UBA 0 0 0 0 1 0 1 0 
Sáb UBA-PLU 0 0 0 0 1 0 1 0 
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O primeiro deles refere-se à adequação dos resultados à 
prática, isto é, os resultados são aplicáveis e, dentro das 
considerações modeladas, propiciam a escolha dos melho-
res voos para o conjunto de aeronaves de uma empresa. O 
valor da função objetivo cresce à medida que cresce a dis-
paridade entre o número de assentos e a demanda por estes 
assentos, permitindo uma comparação entre soluções que 
envolvam inclusive conjuntos de aeronaves distintas, desde 
que sejam mantidos o conjunto de voos potenciais e as de-
mandas previstas. Como consequência, este valor pode ser 
considerado como um indicador na verificação do impacto 
ocasionado pelo uso de novas aeronaves ou, ainda, pela 
imposição da realização de um dado voo. 

O segundo ponto relevante refere-se aos tempos de pro-
cessamento, que sofre um impacto significativo com o cres-
cimento do número de frotas, uma vez que cada frota é re-
presentada por uma rede diferente. O tempo de processa-
mento cresce de maneira não linear com relação ao cresci-
mento do número de variáveis, como é possível verificar 
nas rodadas da configuração C (notadamente entre C.3 e as 
demais configurações), onde não ocorrem mudanças na ta-
bela de voos potenciais nem na demanda, apenas no núme-
ro de frotas disponíveis. Por outro lado, os tempos perma-
necem gerenciáveis, mesmo na situação de 5 frotas distin-
tas, para a malha regional considerada. 

8. CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou um modelo que permite a deter-
minação de soluções integradas para os problemas de Alo-
cação de Frota e de Programação de Voos, considerando 
características e particularidades da operação aeroportuária. 

Um modelo de programação linear inteira associado a 
uma formulação em rede espaço-tempo foi proposto, testa-
do e avaliado em situações específicas, e aplicado com su-
cesso a instâncias relacionadas a um caso real de empresa 
aérea regional brasileira.  

O modelo desenvolvido exige, para sua aplicação, o co-
nhecimento da demanda potencial para cada voo candidato 
e a disponibilidade de aeronaves de cada tipo. Os testes e 
aplicações mostraram resultados compatíveis com a reali-
dade, com baixos tempos de processamento, mesmo consi-
derando a existência de várias frotas distintas, pelo menos 
no caso de empresas aéreas operando regionalmente.  

Extensões do modelo estão sendo consideradas, incorpo-
rando pesos diferenciados para assentos vazios e demanda 
perdida, bem como restrições de operação de determinados 
tipos de aeronaves em alguns aeroportos e redistribuição da 
demanda entre diversos voos concorrentes. 
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